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Géneralites sur la programmation linéaire

B La programmation lin€aire traite de manicre génerale d'un probleme
d'allocation de ressources limitées parmi des activités concurrentes
et ce d'une facon optimale.

B La programmation lin€aire emploie un modele mathématique qui
decrit le probleme reel.

B L['adjectif "linéaire' indique que toutes les fonctions mathématiques
de ce modele sont lin€aires tandis que le terme "programmation"
signifie essentiellement planification.




Notations et définitions

B Le probleme geénéral de programmation lin€aire est la recherche de
I'optimum (minimum ou maximum) d'une fonction lin€aire de n
variables x; (j=1,2,...,n) liées par des equations ou inéquations lincaires
appelées contraintes.

B Parmi les contraintes on distingue géneralement celles du type x;2 0

(ou x;< 0), imposant a une partie ou a I'ensemble des variables d'étre
non négatives (ou non positives).

B Les variables peuvent prendre n'importe quelles valeurs réelles
satisfaisant aux contraintes.

B Certaines des in€équations ont ¢t¢ multiplices par -1 de fagon que
toutes les inégalités soient dans le méme sens (> par exemple).

B (Certaines des variables sont remplacées par leurs opposees pour que

les contraintes du type x; > 0 ou x; < 0 soient toutes des conditions de
non-négativite.



Formulation algébrique

n
Minimiser (ou maximiser) z= 2 ¢;X; (fonction
=1 objective)
n
Sujet a: > a;X; 2 b;, i=1,2,..,p
=1
: ; n
contraintes LY 1 X, = b,, i=p+1,p+2,...m
J=

X. > 0, i=1L2,..,q
X; quelconque, j=q+1,q+2,..,n,

ou les constantes c;, a; et b; sont des nombres reéels.



1¢ formulation équivalente

Forme canonique

n
Minimiser (ou maximiser) z = > ¢ X;

=1
: n :
: Sujet a: > ax;, b;, i=1,2,..,m;
. j=1 .
............................. X A=L 2y e,

Utilisée en théorie de la dualité.




2ieme formulation équivalente

Forme standard

- :
Minimiser (ou maximiser) z = > ¢ X;

=1
E n
: Sujet a: > aX; = b;, i=1,2,..,m;
: i1 :
............................. X2 4= 2,

Note : | Servira au developpement des méthodes de calcul.




3ieme formulation équivalente

Forme standard matriciel

: Minimiser z= ctx

:sujet a Ax=Db
: x>0

b=[by, b,y ..., b ]!

Eet [alJ,l—l 2, ....metj=1, 2,..,n]
: est une matrice de dimension m x n.

Note : | Les formulations précédentes sont équivalentes;
les opérations suivantes sont 1a pour nous en convaincre.




Opérations a effectuer pour passer d’une forme a ’autre

Opération A

En utilisant la relation
minimum f(X) = -maximum [-f(X)]
dans laquelle f(x) représente la fonctionnelle lin€aire a optimiser,
on peut toujours se ramener a un probleme de minimisation
(ou de maximisation).
Opération B

Une variable de signe quelconque, x, peut toujours etre remplacee
par deux variables non négatives x+ et x-. Il suffit de poser

X = Xt - X-

ou X+ = maximum [0, x], X- = maximum [0, -x].

Les variables x+ et x- ne peuvent pas faire partie d'un méme
"programme de base" 1.e. I'une d'entre elles est nécessairement
nulle dans 1'une, au moins, des solutions optimales du probféme.




Opérations a effectuer pour passer d’une forme a autre

Opération C

Toute équation de la forme

n
> ;X; = b,
=1
peut etre remplacée par les deux inéquations
n
X, = b,
=1
n
- 2 a;X; = - b,




Opérations a effectuer pour passer d’une forme a autre

Opération D

Toute inéquation, par exemple

peut etre remplacée par les relations

n
J=1

C; > 0

obtenues par 1'introduction d'une variable supplémentaire non
négative appelée variable d'écart et affectée dun coefficient nul
dans la forme a optimiser. 10




Exemple 2.2.1 - Mise sous forme canonique

Le probleme suivant est déja sous forme canonique :

Min Z = 2x, + 3%, — X;

sous les contraintes:
X;=0,%x,20,x;20,
2X; X, - X3 =100
Xt X, + X3 =80
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Exemple 2.2.2 - Mise sous forme canonique

Soit le probleme de programmation linéaire suivant :
Max C = 6x, - 3%, + X; —> Min -C = -6x, + 3X%, - X;4
sous les contraintes: sous les contraintes:
Xz 0, x, <0, x>0, x, <0,
4x, +2X, + X3 <65 4x, +2X, + X3 <65
X; T Xy-X325 X; tXy-X325
X; TX,=10 X; TXx,=10

Les variables doivent toutes €tre positives ou nulles :
X, <0 et x; libre = nous devons poser :

X1= Y X2 = 7Y, X377 Y3 Yas
ou les variables y;, 1= 1,2,3,4 sont toutes positives ou nulles.

Toutes les contraintes doivent €tre du type (> ) 1.¢.
4y, -2y, +y; -y, <65 devient: 4y, + 2y, -y; +y,=-65
y;-y,=10devient: y,-y,=210 et -y, +y,=2-10 n




Exemple 2.2.2 - Mise sous forme canonique (suite)

La forme canonique de notre probleme est finalement :

Min -C =- 6y, - 3y, - y; T 4
sous les contraintes:

Y1 > Oa Y2 > Oa Y3 > Ov Y4 = 07

-4y, +2y, RE Ty, 2 -65
Y1 -Y2 A +ty, 2 5
Y1 -Y> > 10
- Yy TY, = -10

13




Exemple 2.2.3 - Mise sous forme standard

Un atelier produit trois types de remorques :
x, = # de remorques "plates-formes" produites par mois,
X, = # de remorques "modele économique” par mois,
X5 = # de remorques de luxe produites par mois.

L'atelier dispose de 24 hommes-jours/mois pour le travail du métal et
de 60 hommes-jours/mois pour le travail du bois.

Les ressources utilisées pour produire chaque type de remorque
(en homme-jours/mois) sont:

Plate-forme || Economique De luxe
travail du A 2 1
métal
travail du 1 2 4
: 14
bois




Le profit par remorque produite, pour chaque type de remorque est :

Plate-forme ||| Economique De luxe

Profit 6 14 13

L'objectif vis¢ par l'atelier est de maximiser ses profits.

Le probleme s’écrit :

Max 6x;, +14x, + 13x,
sujeta 2x; +2x, + X, <24
X + 2x, + 4x, < 60

15




ou encore, sous sa forme standard,

Sujet a
x, +2x, +x; t+Xx

X +2x, +4x;,

x. >0, 1=1,2,3,4,5.

1

4

24

60

16



Propriétés du probléme de programmation linéaire

® L'ensemble des points réalisables {x|Ax=b,x>0}
correspondant aux contraintes d'un probléme de PL.

® S1 A de dimension m X n (m <n) est de rang m 1.€., les lignes de A
sont linéairement indépendantes,
alors B est une base du systeme A x =b s1 B est une sous-matrice
non-singuliere (inversible) d'ordre m de A.

® L es variables x; correspondant aux colonnes de la matrice B sont dites
variables de base (relativement a la base B). Les autres variables sont
dites variables hors-base (relativement a la base B).

® Pour simplifier 1a notation, supposons que B est formée des m
premieres colonnes de A.

Deénotons par R la sous-matrice formee des autres colonnes de A,
par xg le vecteur des variables de base et

o 17
par X le vecteur des variables hors-base.



® Ax =Db peut alors s’écrire par :

Ax = (BR) Xp =b
AR
=Bxg+tRxz =b

® Puisque B est non singuliére, alors B-! existe et
[xg+B1Rx;=B~1h.

® La solution de base du systeéme A x = b associee a la base B est de la
forme:
xg=B b
Xg = 0.

® De plus, x5 = B! b >0, alors cette solution de base est réalisable et
elle appartient a :

x| Ax=b, x>0 }. 18



® [orsque l'une des variables de x; vaut 0, on dit que I'on a une
solution de base dégénérée.

® Un vecteur x appartenant a { x | Ax =b, x>0 } s'appelle une solution
réalisable. Si cette solution réalisable est aussi une solution de base,
1l s'agit alors d'une solution de base réalisable.

Présence de contraintes redondantes

® Précédemment, nous avons suppos¢ que la matrice A est de rang m.
Sinon, une contrainte peut €tre exprimee comme une combinaison
lin€aire des autres contraintes.

Exemple:| (@ + @ + @ )= @®

® x T X2 =3
o) %) -
® x

@) X1 T X)

+ +
olle
W W
oo W

19
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Approche systématique pour ¢liminer les équations redondantes

Il s’agit d’effectuer des operations élémentaires sur le systeme Ax = b:

- MULTI (1, <) : consiste a multiplier les 2 membres de la riéme
equation par oc # 0;

- ADDMUL(r, s, B): consiste a ajouter a la rime équation, la sime
¢quation qui a ét¢ multiplice par B3 # 0.

Exemple précédent :

X + X =3
X, + X3 3
X + X4 3
X + X, + X4 =7
IR0 | 3 1 1 0 3
011 3 01 1 3
101 & ADDMULQ, 1,—12 0.1 1 5
111 7 111 7 E




1
1

0 -1
0

1

0

1

0

>

ADDMUL (4, 1, -1)

1
1

00
0

1

2

0

ADDMUL (3, 2, 1)

>

1

1

0 0

1 10 3

1 1

0 -1

1

1
1

1

3
5

1
1

0
0 -1
0

1

1
1

0

1

1

0 0
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La nouvelle matrice A est de rang 3 et son déterminant est ¢gal a 1
(% 0).

1 1 3
0 1 3
00 4

Nous consideérons donc a partir de maintenant que le probleme (P)
sous forme standard est tel que le rang de la matrice A est ¢gal a son
nombre de lignes m ce qui signifie que le systeme Ax = b sera

compatible et ne contiendra aucune contrainte redondante et, donc,
en particulier, m <n.

22



Théoréme fondamental de la programmation linéaire

Considérons maintenant le probléme de programmation lin€aire sous
sa forme standard matricielle

Min ctx
suyjeta Ax=D> (P)
x > 0.

Etant donné que la matrice A est de rang m,

e sil'ensemble des points réalisables n'est pas vide,
alors 3 une solution de base réalisable dans cet ensemble,

® s'il existe une solution réalisable optimale,
alors 1l existe une solution de base réalisable optimale.




Implications

® Ce théoreme nous indique que lors de la résolution de (P), on peut
restreindre notre attention au sous-ensemble des solutions de base
réalisables de I'ensemble { x | Ax=b, x>0 }.

Le nombre de solutions de base ne dépasse pas :

n n!
[m} ~ m!(n-m)!

24



Représentation géométrique d une solution de base realisable

Probléeme contraintes
Forme canonique : demi-espaces fermes
Forme standard : hyperplans

® {x|Ax=b, x>0} est un ensemble fermé convexe c'est-a-dire, un
polytope car, il s'agit d'un sous-ensemble de R" qui s'exprime comme
I'intersection d'un nombre fini d’hyperplans de ‘R".

® Un point x appartenant au polytope est un point extréme
(ou sommet de ce polytope) si X ne peut pas s'exprimer comme une
combinaison lin€aire de deux autres points distincts du polytope.

25



Théoreme :

Etant donné une matrice A de dimension m x netb € R™, et
le polytope X = { x| AX=Db, x>0 } suivant,

X est un point extréme de X <

x est une solution de base réalisable appartenant a X.

26



Exercice :

Il s'agit de montrer que "X et Y sont convexes = X + Y l'est aussi''.
Montrons que Vz,,z, € X+ Y,0<A<1 = Az +(1-A)z, e X+ Y.
Par déf?, 4x,, x, € X, dy,, ¥y, € Ytelsquez, =x, +y,etz,=x, +y,.
D'ou, Az,+ (1-A)z,

E A (X ty) + (1-A)(x, )

n AX Tt (1-A)x, + Ay + (1-M)y,

= x+ty ouxe X, yeY car X et Y sont convexes

€ X+Y par définition.

X et Y sont convexes = X + Y l'est aussi.

27



Exemple :

Considerons le polytope X suivant:
X4 +x, +x3 =1
2x,  +3x, =1
X; =20, x,=20, x3=0.

Cherchons deux points appartenant a X, par exemple, (0, 1/3, 2/3) et
(1/2, 0, 1/2).

L'intersection des 2 plans x; + x, + x; =1 et 2x, +3x, =1 est la
droite {A (0, 1/3,2/3)+(1-A) (1/2,0, 1/2) | L € R}.

L'intersection de cette droite avec 1'octant positif est donnée par:

0 <A <1, ce qui donne le segment de droite d'extrémités
(1/2, 0, 1/2) et (0, 1/3, 2/3).

Les extrémités du segment de droite sont les sommets du polytgpe.



Essayons maintenant de résoudre le probleme suivant :
. o
Min  ctx = (c;X; T ¢,X, T C3X;3)
sujet a x € X.

ou encore

Min ct [M0, 1/3, 2/3)1+ (1 -A) (1/2, 0, 1/2) 1]
sujeta A € [0, 1]

Oou encore

ct(1/2,0, 1/2)t+ Min A ¢t (-1/2, 1/3, 1/6).
suyjeta A € [0, 1]

ct(-1/2, 1/3, 1/6)!> 0 = le minimum est atteinta A = 0 1.¢.,
au sommet du polytope (1/2, 0, 1/2).
<0 = Le minimum est attemmta A =1 1.e.,
au sommet du polytope (0, 1/3, 2/3).
=(0 = Le minimum est atteint V A € [0,1],
en particulier pour les valeurs de A =0 ou 1.




Exemple :

Min z = -2X; - X,

Sujet a X, + 8/3 x, <4
X, + X, <2
2X, <3

X; =0, x,=>0.

La région réalisable pour (x,, x,) est a la diapositive suivante.

Soient X5, X, et X les variables d'écart, a chaque sommet du polytope,
2 des 5 variables sont nulles;
les 3 autres variables sont les variables de base.

30



(0.8,1.2)

T~

(1.5,0.5)

(1.5,0)

P x1
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Déterminons le point

.. v
minimum de z. N
vy VY
3 - - \
Le minimum est atteint Voo C Familededroies 1= 2312
X . \ \ \ \
au point (x, x,) =(3/2, 1/2) |, | | |

etz=-31/2.

OPTIMUM

P x1

\ 32



Meéthode graphique

[ICe sont les problémes de PL ayant au plus 3 variables principales.

On reporte sur un graphique chacune des contraintes du probléme et
on deétermine la région commune a l'ensemble de ces contraintes.

La région commune, si elle existe, constitue la région des
solutions realisables.

On détermine les coordonnées des points extrémes ou sommets de la
région des solutions réalisables en les localisant directement sur le
graphique ou plus exactement en résolvant simultanément les €q"s des
droites qui se coupent a chacun des points extrémes.

IOn substitue les coordonnées de chaque point extréme dans 1'expression
de la fonction ¢conomique. Le point extréme qui optimise la fonction
cconomique correspond a la solution optimale. 33



Exemple :

Considérons le modele suivant:

Max z=  3x; +2x,
Sujet a 2x, tx, <8 (1)
X, >3 (2)

X5 <10 (3)
X;=0, x,>0.

En effectuant le trace des contraintes, on voit facilement que le
probleme n'a pas de solution réalisable.

En effet, on ne peut pas toujours avoir la garantie que tout modele
de programmation lin€aire possede une solution réalisable.

Il se peut que les contraintes du modele soient incompatibles. y



10

(D)

3)

>

?)
>

x1
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Exemple :

Il s'agit du probleme a résoudre suivant:

Max z= 10x, +13x, + 12x,

Sujet a X4 + 2X%, + 3x, <120
3x, TX, + 2X, <120
X, + 4x, + X, <120
x; =20, x,>0, X3 2 0.

L'intersection des trois contraintes donne la région des solutions
réalisables suivante.

36



x3

D

Point optimal: G
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Détermination de la solution optimale

Points extrémes Coordonnees z=10x, + 13x, + 12x;
0 (0, 0, 0) 0

A (40, 0, 0) 400

B (32.727, 21.818, 0) 613.90

C (0, 30, 0) 390

D (0, 24, 24) 600

E (0, 0, 40) 480

F (17.143, 0, 34.286) 582.86

G (20, 20, 20) 700«

La solution optimale est:
X; = X, = X3 =20 et z=700.

38



Exemple :

Considérons le probleme :  Max 3x;, +2x,
X, -X, <1
X4 <2
X, +x, <3

x; =20, x,=0.

On peut tracer les droites ayant pour équations les contraintes
(y compris celles de non-négativiteé) sous forme saturée (signe =).

Sur chacune de ces droites nous avons indique par une fleche le
demi-plan admissible. L'intersection de tous les demi-espaces
admissibles constitue un polygone.

Il s'agit de trouver le point de ce polygone qui donne a la fonction

z = 3x,+ 2x, sa plus grande valeur. Le point recherché est A = (2,1).
39



Les coordonnées de ce point A sont solution du systéme sature :

X1 —
X, +x, =3

Ce systeme est redondant.
On voit sur la figure suivante que la contrainte x, < 2 peut étre omise.
De la méme facon, on note que :
X=X, <let x,+x,<3 =x,<2.
En résolvant le probléme de cet exemple sous sa forme standard, on

obtiendrait comme solution de base réalisable optimale (2,1,0) avec

une variable d'écart égale a 0. Ce probleme est dégenére. 40
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Exemple :

Considerons le probleme

Max X, + X,
sujeta - 2x, +x, <1
X <
X +x, <3
X4 >0
X, >0

On trouve ici non plus un sommet comme solution optimale, mais
'ensemble des points du segment AB (voir la diapositive suivante).

Les deux points A et B sont des solutions réalisables de base
optimales, et toute combinaison linéaire convexe de ces 2 points est
aussi une solution réalisable optimale non extrémale.

Il y a donc une infinité de solutions optimales & ce probléme. *
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X >0
X >0

Aussi loin que I'on déplace
I'hyperplan:

z = 3x; + 2X,,
dans le sens des z croissants,
cet hyperplan rencontrera

toujours le domaine réalisable.

[l n'y a pas de solution
optimale finie.

44
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Corollaires :

S1 I'ensemble des points realisables { x : Ax=Db, x>0 } est non vide,
alors ce polytope comporte au moins un point extréme.

S'1l existe une sol? réalisable optimale finie pour le probleme de PL,

alors 3 une solution optimale qui est un point extréme du polytope
{x:Ax=b,x>0}.

Le polytope { x : Ax=Db, x>0 } comporte au plus un nombre fini de
points extrémes.
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Illustration de l1a notion de base

Soit le probleme de flot a colit minimum dans un réseau oriente
G=(V,E).

Distinguons deux sommets s, t € V : s est la source du flot ou se
retrouve une disponibilit¢ de v unités et t est la destination (puit) du flot
ou se retrouve une demande de v unités.

A chaque arc (1,)) € E on associe une capacite d;; représentant la valeur
maximum du flot x;; pouvant emprunter l'arc et un cout unitaire ¢;; du
flot dans I'arc.

Le probléme est de déterminer la valeur du flot n'excédant pas la
capacite dans chaque arc pour satisfaire la demande a t a partir de la
disponibilité a s tout en minimisant le cott total.

46



Min = 2 ¢;x;

(1)) € E :

Sujet a \% S1 1=S5
2 X - 2X; = | O s 17 8,t
j € P, j € B -V s1 1=

\

0<x;=<d; pouttout(i)) € E

ouP.={jeV: (1)) eE}etB,={j € V: (J,1) € E}.

Concentrons-nous sur les contraintes de conservation du flot

f

\% s 1=s
2 X; - 2X; = {0 s 17 8,t
j e P, j € B, . -V S1 1=t

Si on denote par x le vecteur dont les composantes sont les x;;, alors
le systéme peut s’écrire sous la forme A x = [v, 0,..., 0, -v]
ou A est la matrice d'incidence du réseau orienté G. 47



Toute base de ce systeme est une matrice dont les colonnes
correspondent aux arcs d'un arbre partiel du réseau et vice versa.

Théoreme

La matrice d'incidence A d'un graphe orienté simple et connexe
compose€ de m sommets et de n arcs est de rang (m - 1).

Théoreme

Considerons la matrice d'incidence A d'un graphe orienté simple et
connexe G compose de m sommets et de n arcs. Une sous-matrice
de A carré de dimension (m - 1) X (m - 1) est non singulicre

(forme une base) si et seulement si les arcs associ€s aux colonnes de
cette sous-matrice sont ceux d'un arbre partiel du graphe orienté G.
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